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Resume. — We are looking for a formulation of Manin's real multiplication question in 
\^ ' higher rank. This question comports, in our point of view, at least two steps : 

■ 1. a formalisation of the linear algebra side of the story in terms of morphisms of al- 

gebraic groups analogous to Shimura and Deligne's point of view on the theory of 
complex multiplication. 



2. a work of noncommutative algebraic geometry. 

We are interested only by the first step, and recall the know results in litterature on the 
second one. Our point of view, perhaps too naive, is that before looking for a good notion of 
noncommutative abelian variety, we have to know what are their periods and what we want 
to do with them. The appendix contains additional notes not exposed. 



1. Introduction 

o 

Le theoreme de Kronecker- Weber nous dit que l'extension abelienne maximale de Q est 
engendree par l'image de l'application 



e 2 ™' : O -> C. 



Soit F/Q un corps de nombres. Le douzieme probleme de Hilbert est de trouver des 
fonctions analytiques remplacant la fonction exponentielle et dont les valeurs speciales 
engendrent l'extension abelienne maximale de F. Ceci peut-etre considere comme une 
explicitation de la theorie du corps de classe qui permet, elle, de decrire cette extension 
en termes de classes d'ideaux generalises. 

Soit F/Q un corps quadratique imaginaire. Alors C/Of est une courbe elliptique dite a 
multiplication complexe par F et on peut montrer qu'elle est definie sur un corps de nom- 
bres, extension abelienne de F. La theorie de la multiplication complexe ( " Jugendtraum" 
de Kronecker) dit que toutes les extension abeliennes de F peuvent etre decrites grace a 
des courbes elliptiques de ce genre et a leurs points de torsion. 

Shimura et Taniyama ont montre que le meme genre de chose marchait pour des ex- 
tensions quadratiques totalement imaginaires de corps totalement reels en utilisant des 
varietes abeliennes. 

Ce que Manin appelle son "Alterstraum" (voir [4]) est que si F/Q est quadratique reel, 
on peut utiliser des "quotients" du type C/Of pour faire une theorie de la multiplication 
reelle analogue a ce qui se fait avec les courbes elliptiques. On remarque que dans ce cas, 
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Of est dense dans une droite reelle et la notion habituelle de quotient ne suffit pas. II faut 
remarquer que Gauss, Shimura, Stark et bien d'autres ont aussi etudie ce genre de reve, 
sans le formuler sous cette forme. 

J'ai cherche a mieux comprendre ce reve de Manin, en prenant un point de vue a la 
Deligne sur les varietes de Shimura qui permet plus facilement de voir ce dont on a besoin 
en dimension superieure. 

Regardons maintenant le point de vue modulaire sur la multiplication complexe. L'es- 
pace des modules des courbes elliptiques sur C a structure de niveau infinie est une variete 
de Shimura qui a un modele sur Q (l'espace de module des courbe elliptiques sur Q) note 

S = Sh(GL 2 ,M ± ). 

Si x £ S(C) est un point special correspondant a une courbe elliptique a multiplication 
complexe par un corps quadratique totalement imaginaire F/Q, on lui associe une sous- 
variete de Shimura profinie definie sur F 

Sh(T, {x}) C S F 

avec T = Res^yQG m . 

On a une action naturelle not de Gal(Q/F) sur Sh(T, {x})(Q) donnee par la restric- 
tion de Taction naturelle sur S(Q). On a aussi une action naturelle de T(Af)/T(Q) sur 
Sh(T, {x})(Q). Ce groupe etant le groupe des composantes connexes du groupe de classes 
d'ideles de F, on a un morphisme de reciprocite du corps de classe 

ortin^ 1 : Gal(Q/F) -► T(A / )/T(Q) 

et done une nouvelle action de Galois sur Sh(T, {cc})(Q) notee tec (donnee par l'inverse de 
Taction artin" 1 ). 

Le theoreme principal de la multiplication complexe implique que ces deux actions sont 
les memes, i.e. 

nat = rec. 

On peut montrer que ce resultat, bien que visuellement loin du probleme de Hilbert, 
en donne la reponse pour les corps quadratiques (la fonction j et les fonctions elliptiques 
sont les fonctions dont on prend des valeurs speciales car elles permettent de calculer les 
corps de definition des classes d'isomorphismes de courbes elliptiques et de leurs points de 
torsion). 

En rang superieur, la theorie de la multiplication complexe se for mule de la meme 
maniere en regardant les points speciaux dans les espaces de modules de varietes abeliennes 
principalement polarisees 

Sh(GS P2 „,5 ± ), 

qui sont aussi munis de deux actions, Tune naturelle et Tautre donnee par le corps de 
classe. Le theoreme principal de la multiplication complexe donne Tegalite de ces deux 
actions. 

Les varietes de Shimura (connexes) finies sont des (limites projectives de) quotients du 
type 

T\G(R)/K 

avec G/Q groupe reductif connexe, T C G(Q) sous-groupe arithmetique et K C G(R) 
sous-groupe compact maximal dans G ad (R). 
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Pour les compactifier, on rajoute des composantes de bords rationnelles correspondant 
a des sous-groupes paraboliques rationnels P C G. 

On peut aussi compactifier l'espace symetrique G(R)/K en rajoutant des composantes 
du type G(R)/P(K) oh P(K) = M(K)AN est un parabolique reel (voir [1]). On va 
s'interesser aux telles composantes qui viennent d'un parabolique rationnel P. On peut 
voir les quotients 

V\G{R)/P{K) 

comme des epaississements du bord rationnel, decrivant certaines degenerescences irra- 
tionnelles des structures de Hodge parametrees par la variete de Shimura de depart. On va 
montrer (sur des exemples) que les ensembles T\G(R)/ P(K) et surtout leurs revetements 

Sh ± = T\G(R)/M(K)A + 

et leur interpretation modulaire en termes d'algebre lineaire ont un interet pour la generalisation 
du reve de Manin en rang superieur. 

Plus precisement, on definira des ensembles de Shimura 

Sh(GSp 2 „,^ ± ) 

et des points speciaux dans ces ensembles et on munira les sous-ensembles speciaux corre- 
spondants d'une action de Galois rec donnee par la theorie du corps de classe. 

Le reve de Manin en rang superieur peut alors (en premiere approche naive) se formuler 
en disant qu'il existe une bonne notion de variete abelienne non commutative sur un 
corps de nombres, a multiplication par un corps quadratique F/E (avec E/Q un corps 
totalement reel) telle que 

1. les periodes (K-theorie, cohomologie cyclique,. . .) soient les objets d'algebre lineaire 
decrits dans ce document, 

2. les modules algebriques soient fortement lies aux nombres de Stark, 

3. les sous-espaces speciaux soient naturellement munis d'une action de Galois nat, 
et qu'on ait en plus 

rec = nat. 

On peut appeler ce reve en rang superieur le reve de multiplication quadratique car les 
corps quadratiques y apparaissant ne sont pas necessairement totalement imaginaires ni 
totalement reels. 

Bien que ce reve soit pure speculation, il pose quelques questions preliminaires, qui ont 
un interet independant et dont voici quelques exemples : 

- Est-il possible de donner une definition adelique des nombres de Stark pour les corps 
quadratiques reels ? 

- Est-ce que les (generateurs des) sous-categories stables par extensions des categories 
derivees de faisceaux coherents sur une courbe elliptique definie sur Q (obtenues en 
generalisant legerement la construction de Polishchuk/Schwarz [8]) donnees par nos 
analogues reels de structures complexes sont definies sur le corps de classe du corps 
de multiplication reelle ? 

2. Remerciements 

Ce document contient essentiellement les notes d'un expose fait a Goettingen pour la 
conference "Geometrie diophantienne" organisee par Yuri Tschinkel. Cet expose a aussi 
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ete fait dans plusieurs autres endroit d'avril a juin 2004 : les seminaires de geometrie 
algebrique de Rennes, K-theorie et geometrie non commutative a 1'IHP, mathematiques 
pures de PENS Lyon, geometrie non commutative et theorie des nombres II au Max Planck 
Institut fur Mathematik de Bonn. Je remercie mes notes mathematiques (Pierre Berth- 
elot, Max Karoubi, Etienne Ghys, Matilde Marcolli et Yuri Tschinkel) de m'avoir of- 
fert Popportunite d'exposer ces travaux, qui consistent essentiellement en un effort de 
comprehension de l'aspect algebre lineaire du probleme de multiplication reelle de Manin 
en rang superieur du point de vue des group es algebriques. J'espere que ce point de vue 
sera utile aux geometres non commutatifs desireux d'aborder cette question. Ce travail 
porte l'empreinte des discussions eclairantes que j'ai eues avec Matilde Marcolli, et pour 
lesquelles je la remercie. Je remercie aussi Gabor Wiese pour son aide sur la multiplica- 
tion complexe. Ce travail a ete fait sur les fonds du reseau RTN "K-theory and algebraic 
groups", a Regensburg. II suit et complete les resultats de Particle [6], mais peut etre lu 
independamment de ce dernier. 



3. Rappels : corps de classe et varietes de Shimura 

3.1. Corps de classe. — On note Z = ft Z p , A f ^ Z ®z Q et A = R x A f W. Si F/Q 
est un corps de nombres, on note Aj^p = Af ®q F et Ap = A <g)Q F. 
Si C est un groupe topologique commutatif, on note 

7r (C) :=WmC/K 

ou la limite projective est prise sur les sous-groupes K C C fermes d'indice fini ( 2 \ 

Soit C F :=A F /F X ( 3 ). La theorie du corps de classe nous dit qu'il existe un morphisme 
naturel 

ortin : C F -► Gal(F ab /F), 

qui induit un isomorphisme ortin : ttq(Cf) — > 7r (Gal(F a6 /F)) = Ga\(F ab /F) et que 
ce morphisme permet de decrire toutes les extensions abeliennes de F. On note tec : 
Gal(F ab /F) 7T (C F ) son inverse. 

Soit T = Res^yQ)G m le groupe F x vu comme groupe algebrique sur Q. Alors on a 
Cf = r(Q)\r(A) et 7To(T(Q)\r(A)) est un groupe profini qui peut s'ecrire comme 

lim K T(Q)\T(A)/T(R) + x K 

oii K parcourt les sous-groupes compacts ouverts de T(Af) (Voir Deligne, Varietes de 
Shimura, [3]). 

Un theoreme de Chevalet nous dit que 

UmT(Q)\T(A f )/K * T(Q)\T(A / ). 



^'On peut aussi decrire les adeles comme la reunion des As := R x Ilpes Qp x x Ilp^s avec S nn i- L es 
ouverts de As sont les U x Ilp^s avec ^ ouvert de R x Ilpgs Qp- 

^ Cette definition un peu tordue s'identifie dans le cas qu'on regarde d'apres Deligne au no muni de la 
topologie quotient. En effet, ce groupe de composantes connexes des classes d'ideles est profini car compact 
et totalement discontinu. II est compact car quotient d'un groupe compact : 7ro(I 1 /Q x ) 
' 3 ^La topologie induite par la topologie adelique sur les points d'une variete affine est bonne si cette variete 
est fermee. On prend done la topologie induite par A x i— » A x A, x {x,!^ 1 ) car G mi Q — ► Aq (espace 
affine) n'est pas fermee. 
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Supposons que F est une extension quadratique de Q. Si F est un corps totalement 
imaginaire, T(M) + = T(R) = C x et de plus T(Q) est ferme dans T(Af) d'ou on deduit 

7ro(r(Q)\r(A)) = r(Q)\r(A / ). 

Si F/Q est une extension quadratique reelle, la composante T(IR)/T(1R) + est isomorphe 
a (Z/2Z) 2 et il ne faut pas l'oublier. 

L'espace topologique naturel dans lequel on peu plonger T(IR)/T(M) + est l'espace 

:= GL 2 (M)/T(M)+ 

des geodesiques orientees sur le demi-plan de poincare. 

3.2. Variete de Shimura. — Une pre-donnee de Shimura est un couple (G,X) avec G 
un groupe algebrique reductif sur Q et X un G(R)-espace topologique (ou lisse) a gauche. 

Si (G, X) est une pre-donnee de Shimura et K C G(Af) est un sous-groupe compact 
ouvert, on peut lui associer Vespace de Shimura fini 

Sh K (G,X) := G(Q)\X x G(A f )/K. 

On appelle espace de Shimura la limite projective ensembliste 

Sh(G,X) :=\im K Sh K (G,X). 

Soit S := Resc/RG m . Une donnee de Shimura est un couple (G,X) avec G reductif 
connexe sur Q et X C Hom(8, Gr) une G(IR)-classe de conjugaison verifiant quelques 
axiomes fondamentaux supplementaires (voir Deligne [3]) qui impliquent notamment que 
Sh(G, X) est une variete algebrique quasi-projective (theoreme de Bailly-Borel) qui admet 
un modele canonique sur un corps de nombres (Travaux de Shimura, Deligne, Milne, Shi). 
Ces deux theoremes a eux seuls montrent toute la puissance des axiomes de base des 
varietes de Shimura. 

Par exemple, si ho : § — ► GI^r est le morphisme donne sur les points reels par z = 
a + ib^ (? b b a ) et M ± est la classe de GL 2 (M) -conjugaison de ho alors (GL2,1H ± ) est la 
donnee de Shimura modulaire dont on a parle dans l'introduction. 

Nous allons maintenant nous interesser a des pre-donnees de Shimura qui ne verifient 
pas les axiomes de donnees de Shimura. 

4. Geodesiques orientees et corps quadratiques reels 

Rappelons par un tableau une analogie entre la courbe modulaire et l'espace des geodesiques 
sur icele, essentiellement due a Gauss. 

Definition J^.l. — Soit M un Z-module libre de rang 2, pour lequel on ne choisit pas 
a priori de base. Une structure complexe sur M est une decomposition Mq = F © F 
de Mc en deux sous-espaces complexes conjugues. Un lilas sur M est la donnee d'une 
decomposition Mr = F®F de Mr en somme directe de deux droites et d'orientations sur 
ces deux droites donnees par le choix de deux demi-droites F + et F + sur ces dernieres. 

L'analogie qui nous interesse se fait entre les espaces de modules de ces deux types d'ob- 
jets d'algebre lineaire. Elle comporte trois volets : algebre lineaire, geometrie analytique 
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Algebre lineaire 





structures complexes 


lilas 


en general 


M c = F © F 


M M = F © F et F+ C F, F + C F 


un exemple special 


M = Z[^/^2] 


M = Z[V2] 


isomorphismes 
d'algebres 


Z[v/=2] © z C * C tl x C t2 

alg 


Z[V5|®zR R tl xR t2 , 



Dans la derniere ligne du tableau, ii et t 2 sont les deux plongements de Palgebre consideree, 
complexes pour la colonne de gauche et reels pour la colonne de droite. L'orientation sur les 
droites reelles est obtenue en prenant la composante connexe de Pidentite dans le groupe 
des inversibles R*. 



Definition — Un morphisme entre deux structures complexes (resp. lilas) est la 
donnee d'un morphisme / : M\ — > M2 entre les reseaux sous-jacents tel que fc(Fi) C F2 
(resp. f R (F+) C F+ et f R (F+) C F+). 

Definition 4-3- — Une structure de niveau N sur une structure complexe (resp. un lilas) 
de reseau sous-jacent M est un isomorphisme M (g>z TLj^TL (Z/NZ) 2 . 

Nous nous interessons maintenant a la geometrie des espaces de modules de ces objects 
d' algebre lineaire. 



Geometrie analytique 





classique 


dynamique 


espace 
de modules 


GL 2 (Z)\GL 2 (R)/C X 


GL 2 (Z)\GL 2 (R)/(R+ X ) 2 


geometriquement 


X = PGL 2 (Z)\H 


{geodesiques sur X} 


tour modulaire 
(tous niveaux) 


limr(iV)\GL 2 (R)/C x 


limr(iV)\GL 2 (R)/(R+ x ) 2 



Les groupes T(N) consideres dans la limite projective sont les usuels groupes de congruence 
de niveau N, donnes par la suite exacte 

1 -► F(N) GL 2 (Z) GL 2 (Z/iVZ) 1. 

Cet aspect geometrique est celui qui semble bien connu par Gauss. Une des manieres 
d'aborder la question de multiplication reelle de Manin est de chercher a remplir le tableau 
a trous suivant. 

Geometrie algebrique 





classique 


quantique 


structures lineaires 


M c = F © F 


M R = F © F et F + C F, F + C F 


realisation geometrique 


E = M\M C /F C P 2 (C) 


? 


par exemple 


E = C/Z[y/^2] c P 2 (C) 


? ~ R/Z[\/2] 



On va maintenant expliquer plus en details la deuxieme colonne de nos tableaux algebre 
lineaire et geometrie analytique en gardant cette analogie en tete. 
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Soit hi : G 2 rn R — > GL^r le morphisme donne par (x, y) t— > diag(x, y) etlZ C Hom(G^ R , GL2 
sa GL2(M)-classe de conjugaison. Le stabilisateur de h\ est le tore diagonal T(R) de GL2(R) 
done 

ft = GL 2 (R)/T(R). 

Les points de 7?- correspondent aux couples de deux droites propres pour x et y. On 
peut les dessiner comme des points sur le bord P 1 (R) du disque de poincare. On munit 
maintenant ces points d'un sens (arrivee ou depart). 

Soit IZ^ l'espace des couples (h, c) avec h G 1Z et c G 7To(im(/i(R))). On a alors 

^ ± (Z/2Z) 2 x iz 

et Paction de GL2(R) par conjugaison agit seulement sur le deuxieme facteur. 

Definition 4-4- — Le couple (GL2,7? ± ) est appele la donnee de rivage modulaire. 

Definition 4-5. — Si h G IZ, on appelle mauvais ^ groupe de Mumford-Tate de h le 
plus petit sous-Q-groupe algebrique BMT(/i) C GL2 contenant sur R l'image de h. Un 
point h G 7Z est dit special si BMT(/i) est un tore non scinde. 

On montre facilement que si h est special, BMT(/i) peut s'ecrire Res E /QG m avec -E/Q 
quadratique totalement reel ( 5 ) . 

On peut ainsi completer notre analogie par un tableau intitule structure speciales qui 
donne les idees clefs de la question de multiplication reelle. 



Structures speciales 





multiplication complexe 


multiplication reelle 


structures lineaires 


M c = F e F 
End(M, F, F) ®tl Q 
quadratique imaginaire 


M R = F F et F+ C F, F+ C F 
End(M, F, F) ® z Q 
quadratique reel 


par exemple 


M = Z[V^2] 


M = Z[V2] 


geometrie algebrique 


courbes elliptiques 
a multiplication complexe 


? 


structures de niveau 


points de torsion 


? 


modules algebriques 


valeurs de fonction j 
et fonctions elliptiques 


? ~ nombres de stark 



On peut dessiner sur le disque de poincare la geodesique liant y/2 et — y/2 qui est une 
geodesique speciale. 

Si h G IZ est un tel point special de groupe de Mumford-Tate T = Res^/QG m , on lui 
associe la sous-donnee 



s:(T,Z = tt (T(R)))^(GL 2 ,TZ ± ). 



1 'Les bons groupes de Mumford-Tate sont donnes par les enveloppes reductives et ont un interet 
independant pour des questions de dynamique. 

^Par exemple : considerons d > 1 un entier positif sans facteur carre. Soit g '■= ( _^g)- En conjuguant 
ho par g, on obtient la matrice h' = ( jj, a) avec a ~ et ^ = §^|- Le groupe des matrices de la forme 
( db a ) avec a e t & rationnels est un groupe algebrique sur Q qui est le groupe de Mumford-Tate de h'. C'est 
en fait Res Q( ^ )/Q G m . 
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Comme vu precedemment, on a 

Sh(T, Z) = 7r (T(Q)\T(A)) 

s'identifie au groupe des composantes connexes du groupe de classes d'ideles. 

On munit done l'image de Sh(s) d'une action notee rec de Gal(E ab /E) donnee par 
l'inverse de l'isomorphisme du corps de classe. 

Rive 4-6 ( " Alterstraum" de Manin : multiplication reelle) 

On espere que cette action peut-etre decrite de maniere plus naturelle grace a une in- 
terpretation modulaire de Sh(T, Z) en termes de geometrie algebrique non commutative, 
liee aux nombres de Stark pour ce corps quadratique. 



5. Dans les espaces de modules de varietes abeliennes 

On souhaite comprendre ce que le reve de Manin signifie pour un corps comme Q(v / 2)/Q(v / 2)- 
On remarque qu'on a 

Q(^)<g> IR ^ CxKxM 

K-alg 

et ce corps quadratique n'est ni totalement reel, ni totalement imaginaire. 

Soit Dfc C (G^ R ) fc le sous-groupe des (x?, 2/i)i=i ... & tels que xiyi = Xjyj pour tout 
i,j G {1, . . . , k}. On remarque que peut etre vu comme le tore maximal de GSp 2fcK . 
Soit Tfc C 8 x Dfc le sous-groupe des (z, (xj, yi)) tels que zz = Xiyi pour tout i 6 {1, . . . , k}. 
Soit T := limTfc oil les projections T^ +1 —> sont donnees par oubli du dernier facteur 

G^ R . On note ir^ : T — ► la projection naturelle. 

On a un morphisme diagonal w : G m — > T dit de poids et un autre morphisme jjl : 
&m,c - ► dit de Hodge donne par x i— > ((x, 1), . . . , (x, 1)). 

Soit G n C GL 2 le sous-groupe des matrices (gi) telles que det(pj) = det(gj) pour tout 

hi- 
Soit 

fn '■ G n — ► GSp 2n 
le morphisme donne pour = ^ °* d* ) ) P ar ^ a ma t r ice 

/ diag(aj) diag(6j) \ 
\ diag(Q) diag(dj) y 

On note ho : § — > GL 2) u le morphisme standard donne sur les points reels par z = 
a+z6 1 ^ ( -t a) e * ^1 • R ~^ GL 2) k le morphisme diagonal donne par (x, y) diag(x, y). 

Soit k$ + k\ = n une partition de n. On note : — > G n C GL 2 M le morphisme 

donne par 




fc fci 



Soit hs,fc ,fci : T -»■ GSp 2n le morphisme donne par h s ,k M = f n ° ^fc ,fci ^fci et ^fco.fci 
la GSp 2 „(M)-classe de conjugaison de ce morphisme dans Hom(T, GSp 2ra ). On remarque 
que pour h G TZk 0t kn le morphisme how: G mi R — ► GSp 2n est simplement le plongement 
diagonal et est done independant de /i. 
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Dans le cas k\ = 0, on retrouve l'espace de Siegel classique S ± et dans le cas ko = 0, on 
trouve 

n , n = GSp 2n (M)/B n (M). 
Rappelons que le couple (GSp 2n , 5 ± ) est appelee donnee de Shimura de Siegel. La variete 
de Shimura correspondante est l'espace de module des varietes abeliennes a structure de 
niveau infinie. 

On note lZf o ki l'espace des morphismes h munis d'une composante connexe c G 7r (im(/i(T 

Definition 5.1. — Le couple (GSp 2ra , TZ^ ki ) est appele donnee de rivage de type (ko, k\) 
de la donnee de Siegel (GSp 2n ,«S ± ). 

Definition 5.2. — Si h G TZkokn on appelle mauvais ^ groupe de Mumford-Tate de h 
le plus petit sous-Q-groupe algebrique BMT(/i) C GSp 2n contenant sur M. l'image de h. 
Un point h G TlkoM est dit special si son groupe de Mumford-Tate est un tore T tel que 
T/w(G m ) soit anisotrope sur Q ( 7 ). 

Si h est un point special, on a 

T(M)/T(R) + = /i(T(M))//i(T(M))+ 

d'ou un plongement 

r(R)/T(R)+ C W± >fcl 

donne par c (/i, c). 

On peut maintenant refaire la construction de Deligne dans ce cadre. On a un morphisme 
/J-h '■= hcoji : G m) c — ► Tc dit de Hodge et le corps reflex E(h) de h est le corps de definition 
de ce morphisme. Si F = E(h), on a 

'■ ^m,F — *• T F 

et on construit 

NR(// /l ) : Res F/Q G m -»■ Res^Tp T. 

On a 

7T (NR(^)) : ^o(C F ) ^ vro(T(Q)\r(A)). 

Soit /i un point special de groupe de Mumford-Tate T, on munit canoniquement le 
sous-espace 

Sh(T,Z)cSh(GSp 2n ,7^ 0jfei ) 
avec Z = 7ro(T(R)) d'une action de Galois notee rec donnee par 

g '. x i ^ (7r (NR(/i h )) o rec(g)) • x. 

Reve 5.3 (de multiplication quadratique). — On espere que cette action de Galois 
peut-etre construite de maniere plus naturelle en interpretant Sh(T, Z) comme un es- 
pace de modules defini sur un corps de nombres d' analogues non commutatifs des varietes 
abeliennes dont les modules algebriques seraient lies aux nombres de Stark pour F. 



( 'Les bons groupes de Mumford-Tate sont donnes par les enveloppes reductives. II semble plausible que 
ces groupes soient dermis de maniere unique (c'est le cas si ko = ou ki = 0). II serait interessant de 
connaitre leur signification pour des questions de dynamique. 

^ Cette condition est automatiquement verifiee sur R dans le cas des varietes abeliennes car h(i) est une 
involution de Cartan de (T/w(G m ))m- 
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Regardons notre exemple de depart de ce point de vue. Notons F' = Q(v^2) et E = 
Q(\/2). Le choix d'une £"-base de F' nous donne un plongement Res^v/Q<G m C ResE/QGL 2 . 
On note T C G l'inclusion correspondante des sous-groupes donnes par les matrices de 
determinant dans G m> Q. On remarque que T = Res^//QG m /(Res £ ; / /QG m )( 1 ). On peut 
plonger G dans ( i.Sp } . On a 7r = Ti et on note h : T — > GSp 4 R le morphisme correspon- 
dant. Alors h G TZ\^ et T est clairement le groupe de Mumford-Tate de h. Le morphisme 
fJ'h '■ G mj c — ► ?c est defini sur le corps F = Q(iv / 2, ^2). 

6. Litterature 

La litterature regarde essentiellement des cas de rang 1. Les gens s'interessent au bord 
irrationnel 

PGL 2 (Z)\P 1 (R) 
qui a l'air d'etre un espace moins naturel que le rivage 

GL 2 (Z)\GL 2 (M)/M +x2 

de notre point de vue de la theorie du corps de classe et des groupes algebriques. 
On decoupe la litterature en deux appro ches : 

- l'approche periodes qui part des objets d'algebre lineaire et construit des objets de 
geometrie non commutative correspondants, 

- l'approche nombres de Stark qui part des nombres de Stark et construit des objets 
de geometrie non commutative correspondants. 

Le reve est qu'il existe un bon point de rencontre entre ces deux approches. 
La litterature s'enumere ainsi. 

1. Connes, Manin, Marcolli [2, 4, 5] : approche periodes : les aspects analytiques peu- 
vent etre donnes par les tores non commutatifs (iT-theorie, HC). 

2. Polishchuk [7] : approche periodes : les tores non commutatifs analytiques sont des 
"varietes projectives" . Annonce en rang superieur. 

3. Manin [4] : approche nombres de Stark : fonctions theta non commutatives et nom- 
bres de Stark. 

4. Darmon : autre approche : points de Hegner-Stark sur les courbes elliptiques sur Q 
conjecturalement definis sur des corps de classe. 

5. Connes-Marcolli-Ramachandran (non publie) : etats KMS et multiplication com- 
plexe. 

Appendice A 
Rappels sur la multiplication complexe 

Ce paragraphe est essentiellement le resultat de mes discussions avec Gabor Wiese que 
je remercie pour son aide. Soit F un corps de nombres. Soit S'££(F)q la categorie dont les 
objets sont les courbes elliptiques sur F et les morphismes sont donnes par Hom(£' 1 , E 2 )®z 
Q. On note une courbe elliptique E vue comme objet de S'££(F)q comme E <g> Q. 

Pour E/F une courbe elliptique, on note 

T(E) := ]hn n E[n](F) et V(E) := T(E) ® z Q 



QUELQUES BORDS IRRATIONNELS DE VARIETES DE SHIMURA 
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avec E[n] le noyau de la multiplication par n dans E. 

On note Aj := Z ®z Q avec Z le complete de Z pour les sous-groupes d'indice fini. On 
sait que T{E) 9* Z 2 et done 

V{E) ^ A}. 

Soit F/Q un corps quadratique totalement imaginaire. Une courbe elliptique est dite a 
multiplication complexe par F si on se fixe un morphisme injectif F — > End(F<g>Q). Si on 
note Aj^ := Ay ®q F, on peut montrer que V(E) est un A^-module de rang 1. 

On note Sp(Q) l'espace des classes d'isomorphismes de triplets 

(E <g> Q, a : F -> End(F ® Q), ^ : A /jF -► V(S)) 

avec ^ un isomorphisme de Aj^-modules et a une injection. 

On a une action naturelle de A^ F sur <Sjr(Q) et on peut montrer que le stabilisateur 
d'un points est F x , ce qui fait de Sf{Q) un Cp '■= A^ F /F x -torseur. D'autre part, Sf{Q) 
est muni d'une action naturelle de Q F b := Gal(F ab / F) et ces deux actions commutent, i.e. 
(cr ■ x) x y = a ■ (x x y). 

Fixons un point x € Sf(Q), done un isomorphisme Cf = Sf(Q)- Ceci nous permet de 
definir un morphisme ® 

$ : Qf C F 

par $(<r) = a ■ 1. 

On a d'autre part Papplication d'artin donnee par le corps de classe artin : Cp — ► Gp b - 
The.ore.me. A.l (Principal : Multiplication complexe). — La composition 

L-F —> Vf ~~ * 

envoie x G Cf sur x^ 1 . 
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